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Rhumi. La famille des langages dkterministes constitue un cylindre non principal. Nous redkm- 
ontrons ce resultat de S.A. Greibach en dkrivant cette famille comme knion d’uhe infinitk de 
cylindres emboids qui constituent wrle hikarchie stricte, chacun d’entre eux &ant ici un cylindre 
principal. 
1. Introduction 
Dans [4] S.A. Greibach montre que la famille Det des langages dkterministes n’est 
pas une AFDL principale, en la dkrivant comme la reunion d’une infinitk de 
sous-families distinctes dont elle conjecture [4] que chacune constitue une AFDL 
non principale. Ce rdsultat admet pour corollaire que Det n’est pas un cylindre 
principal. C’est cette proposition que nous redkmontrons ici, I’originalitC et la 
simplicid de la preuve provenant du fait quc l’on dkcrit Det comme la reunion d’une 
infinite de cylindres emboitks qui sont principaux. Notons qu’en vertu d’un autre 
rhdtat [ 1,2], cette proposition est equivalente B celie prouvke par S.A. Greibach. 
Nous utilisons une construction g&kale [ 1,3] permettant de passer d’une famille 
d‘automates &une famille de C-g&kateurs (gknkrateurs au sens des cylindres) de ia 
famille des langages reconnus par ces automates. Les langages dkterministes ont 
classiquement definis [6] comme les langages reconnus par les automates & pile ?I 
fonctionnement deterministe, mais aussi parfois comme les langages reconnus par 
des automates & taquets [§, 71 deterministes. C’est cette deuxi&me alternative que 
nous utilisons, du fait qu’elle ne fait pas usage d’s-transitions. La famille de 
C-g&&ateurs alors obtenus est doublemwt indike: un indice provient du nombre 
d’etats et l’autre du nombre de taquets de tels automates. Nous montrons tout 
d’abord que les C-g$n&ateurs avec l’indice correspondant au nombre d’ktats limit& 21 
4 seulement suffisent & engendrer Det, et obtenons ainsi une hikarchie infinie de 
cylindres principaux emboitks (indicespar un entier correspondant 2un nombre de 
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taquets). 11 ne reste plus alors a faire qu’une preuve classique pour montrer que Det 
n’est pas une AFDL principale. 
2. IMnitions et rhsaltats 
Un cylindre est une famille de langages fermee par homomorphisme inverse t 
intersection avec Ies langages rationnels. 3 6tant un cylindre, 93 c 9 est une C-base 
de 2’ si tout element de 3 s’obtient a partir d’elements de 93 par operations de 
cylindres 3 est C-principal si et seulement si il existe une C-base de 3’ rCduite & un 
seul element appele C-generateur de 9’. Dans ce cas 5’ est egal au cylindre engendre 
par ce C-gtnerateur L, not6 G!?(L) et pour tout langage MEZ, il existe un 
homomorphisme PM et un langage rationnel KM tels que M = cpz (I,) n KM. 
Soit Zn ={zl, 22,. . *, z,\} un alphabet a n lettres. Soit z, un alphabe+ de lettres 
barrees en bijection avec Zn et soit T,., un autre alphabet egalement en bijection avec 
Zn de lettres tl, t2, . . . , tn appelees des taquets. On pose X, = 2, u& u T,, et l’on 
definit sur cet alphabet le langage A, des mots ayant un mot reduit associ6 vide, un 
mot reduit associe B un mot g etant ce qui reste dans la pile d’un automate & taquets 
lorsqu’on fait, lisant g: si la lettre lue est une lettre Zi non barree, elle est mise dans la 
pile, si la lettre lue est une lettre Zi et qu’au sommet de la pile il y a ti, on enleve ce Zi 
de la pile et si la lettre lue est un taquet ti et que dans la pile figure la lettre ti, on 
en&e de la pile toutes les lettres jusqu’au premier Zi rencontre. Dans les autres cas, 
il n’y a pas de mot reduit associe a g. 
Sur l’alphabet Y, =X, ~{a, c, d}, on definit le langage rationnel: R, = 
((aXzc’)‘d)*. On appelle k i&me bloc d’un mot f E R, le kieme de la decomposition 
de f en produit d’elements de (aXtc’)‘d et jieme facteur Clementaire d’un tel bloc 
le jieme element de la decomposition de ce bloc en produit d’elements de uX,“c’ (d 
exclus). Un chemin g dans un mot f E R, est le mot obtenu (s‘il existe) en concatbnant 
un facteur elementaire de chacun des blocs de f, choisi de la man&e suivante: dans le 
premier block on choisit le premier facteur elementaire, et si dans les k premiers 
blocs les facteurs elementaires choisis s’ecrivent ah&, a/& . . . , ahccjk, le 
facteur choisi dans le k + lieme bloc est le premier g partir du j&me qui vCrifie 
h,h2-• hk hk+l E Init( 
Si f c R,, et g = ahI& ah2ci2 l l l ah,& est le chemin dans le mot f, le mot 
hl h2- h, obtenu en effacant outes les occurrences de a et c dans le chemin est la 
trace de f. La hauteur de trace de f est la longueur du mot rdduit assac% Bcette trace. 
On appellera, pour tous entiers n et p, R,l,p le langage rationnel: 
R n,p = ((a&(2: u T,)c[“‘a&(Z~ u T,I)c[pl l l 9 a&,@ u Tnktpl)p&* 
ou ici [p] designe I’ensemble de valeurs: [ p1= { 1 + i 9 n IO g i < p}. 
n Tn,p le langage constitue des mots de R,,,, dont la trace appartient 
& A,,. 
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Proposition 1 La famille des langages Tn,p constitue une C-base du cylindre des 
langages diterministes. 
Ce resultat est la consCyuence directe de l’tipplication de constructions gC&raks 
expos6es dans [ 1,3). Si L est un langage determinste, il est reconnu par un automate 
A taquets ayant p &tats et n taquets. 11 appartient alors h U( Tn,p). On se rambne alors B 
une C-base simplement indicde en montrant que tout langage TnSp s’obtient par 
operations de cylindre B partir d’un langage reconnu par un automate ii taquets ayant 
4 6tats seulement au prix d’un symbole de pile supplbmentaire. En posa2nt Tn = 
T.,+~J on a alors: 
Proposition 2. La lfamille des langages T, constitue une C-base du cylindre des 
langages diterministes. 
La famille des cylindres Ce(T,) constitue une hierarchic infinie de cylindres 
yrincipaux emboit&. Le pas suivant consiste B montrer que cette hierarchic est 
stricte: 
Proposition 3. Pour tout entier p, il existe un langage diterministe n ‘appartenant pas d 
WT,). 
CoroNaire 1. Le cylindre des iangages diterministes n’est pas principal. 
. L’AFDL des langages d&erministes n ‘est pas principal. 
Ce deuxikme corollaire se dCduit du premier car Det est fermbe par une opkration 
spdciale de substitution, fermeture dont il a et6 montrk [l, 21 que c’est une condition 
suffisante pour qu’une AFDL soit principale si et seulement si elle est un cylindre 
principal. 
3. Schbmas des preuves 
Des preuves ddtailldes ent don&es dans [l]. 
Preuve de la Proposition 2. Pour tout langage Tn.,,, on utilise en plus des rbgles 
naturelles permettant de reconnaitre A,, un symbole de pile supplementaire C 
servant de cohmpteur pour le numero de l’etat simule par le nombre de C au sommet 
de pile. Compter les lettres C se fait dans un etat specifique qa (on compte jusqu’k 
apparition du symbole a). Un &at qd servira B attendre l’apparition d’une lettre d, 
pour sauter les facteur Mme:ntaires uivants et se positionner au debut du bloc et un 
etat 41 sera l’etat courant de l’automate. Chaque lettre a permet de depiler un C, et 
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I’on peut verifier que l’on simule ainsi le mecanisme de choix dans les chemins enonce 
ci-dessus. Un quatrieme &at est un &at de mise en erreur (sur lequel on boucle alors 
sans fin). 
L’automate reconnait alors un langage A, tel que, clairement, T&., = A,, n RnSp. A, 
est reconnu par un automate a taquets a 4 etats et n + 1 symboles de pile. Par 
consequent A, E %‘( Tn+& et done Tn,g E%( Tfl+1.4)* 
Preuve de la Proposition 3. La preuve s’appuie essentiellement sur le fait que pour n 
grand devant p, A,& W(T,). 
Elle est divisee en 4 lemmes, le dernier contenant l’argument prouvant 
hierarchic. Au lieu de A, on utilise, pour des raisons hurement techniques, 
langage sur l’alphabet Xn u {d}: 
L, = dA, u{xl+kdyPdx k+pd, xl+kdypddxkd Ix # y et x, y EX,}. 
la 
le 
La par-tie ajoutee est juste un artifice pour permettre 6 toute lettre d’$tre en t$te, 
d’un mot et en nombre d’occurrences consecutives aussi grand que l‘on veut, ce qui 
simplifie la preuve des deux lemmes uivants: 
Clairement L, est dkterministe. Supposons que L, E %(T,) cela signifie: 30 
homomorphisme 3M langage rationnel tels que L, = cp-‘( T,) n K. 
Lemme 1. F’uur toute lettre 1 de X, u {d}, Q(l) f 1. 
Preuve. (a ) 1= x z d. Supposons p(x) = 1. On applique le lemme d‘iteration pour les 
langages rationnels au mot w = x l+kdyddxkd, et en it&ant on obtient un mot w’ 
appartenant acp-‘( Tp) n K sans appartenir a L,,. Contradition. 
(b) 1= d. Supposons cp (d) = 1. On applique encore le lemme d’itkation, mais au 
mot x’+NdyN!ddxNd sur le dernier facteur xN. On obtient en it&ant le mot 
X 
l+NdyN!ddxN+N! d qui appartient egalement a &( Tp) n K sans appartenir B Ln. 
Contradiction. 
Lemme 2. Pour toute lettre 1 de X, u {d}, ~(1) est un ou plusieurs blocs. 
Preuve. Evident, d’apres la forme des mots de Rp+1,4( Tp c R,+& et les consecutions 
dsrls les mots de Ln. 
Lemme 3. Pour toute lettre ti E T”, Q(ti) s’kcrit avec au j?toirzs un taquet. 
Preuve. Si l’on consider-e des mots de la forme dxixi (i # j), on montre sans difficult6 
que les mots image par cp peuvent avoir une hauteur de trace aussi grande que l’on 
veut. L’ajout de cp(ti) doit conduire a une hauteur de trace nulle. L’une des lettres de 
la trace induites par p(ti) est done un taquet. 
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Lemme 4. Un nombrefini de taquets ne peut sufire d simuler autant de taquets que l’on 
veut. 
Preuve. On considere Bnouveau le mot d& oti I est tres grand, et l’on examine les 
facteurs gauches de la trace de son image. Pour chaque hauteur de trace, il y a une 
derniere fois oh l’on a un mot de hauteur inferieur w egale ii celle-ci. Cette derni&re 
fois, la demibre lettre du mot de trace est une occurrence d’un symbole de cp(xj). En 
aminant toutes les hauteurs, on va bien trouver deux fois la m&me occurrence, tle 
fonctionnement &ant deterministe, l  comportement entre ces, 2 occurrences va se 
repCter ensuite autant de fois qu’on le desire. En particulier, on peut ajouter un 
facteur h B la trace en ajoutant au mot de depart un facteur xi, it&ant dans K. 
Ce facteur h s’ecrit sur un alphabet Yi,i fini. Dans p(ti) il y a un taquet qui permet 
de reduire toutes les lettres de Yi,h Ce raisonnement peut 6tre fa,.it pour tous i # j et si 
n a et6 choisi suffisamment grand devant py on peut trouver i, j, k G n tels que 
Y&j = Y& = Ykj. Ceci signifie que le taquet dans (p(tk) permet de reduire toutes les 
lettres de Yk,j = Yhk, done toutes les lettres introduites par un nombre arbitrairement 
grand de xk. En considerant maintenant les mots w = dXix~+‘tkX’~Si E L, et w’ = 
&&+‘+’ tkZ$ilS L,, les mots reduits associes a cp(w) et cp(w’) sont identiques et par 
consequent cp(w’) ET,. xi &ant un facteur it&ant de w dans K, W’E K done 
w’ E cp-*( T,) n K. Contradiction. 
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